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Giîi thi»u luªn v«n

1. Möc �½ch cõa �· t i luªn v«n

Li¶n quan �¸n hai �iºm Torricelli-Fermat nêi ti¸ng l  mët hå c¡c �÷íng trán trong �â
câ nhúng �÷íng trán x¡c �ành bði �iºm thù ba trong tam gi¡c, �iºm thù ba �â câ thº
l  t¥m �÷íng trán ngo¤i ti¸p, t¥m �÷íng trán nëi ti¸p, trüc t¥m, trång t¥m,... Ch½nh
Lester �¢ �ành ngh¾a �÷íng trán mang t¶n æng b¬ng c¡ch nh÷ vªy. �÷íng trán Lester
câ nhúng t½nh ch§t g¼? Kh£o s¡t �÷íng trán n y b¬ng ph÷ìng ph¡p tåa �ë (barycentric)
cho ta nhúng k¸t qu£ g¼? Câ nhúng v§n �· g¼ li¶n quan �¸n c¡c �iºm Torricelli-Fermat
v  �÷íng trán Lester?... �â l  lþ do m  chóng tæi chån �· t i "�÷íng trán Lester v 
mët sè v§n �· li¶n quan".

Möc �½ch cõa �· t i l :
- Tr¼nh b y nhúng �°c tr÷ng cõa �iºm Torricelli-Fermat F+, F− trong tam gi¡c. Tø �â

giîi thi»u �÷íng trán Lester l  �÷íng trán �i qua 3 �iºm F+, F−, O vîi (O l  t¥m �÷íng
trán ngo¤i ti¸p). T i li»u tham kh£o ch½nh ð �¥y l  [1], [8].

- T¼m th¶m c¡c t½nh ch§t h¼nh håc cõa c¡c �iºm Torricelli-Fermat b¬ng c¡c t½nh to¡n
�¤i sè tr¶n tåa �ë barycentric. Ngo i �÷íng trán Lester, chóng tæi công muèn kh£o s¡t
th¶m c¡c �÷íng trán kh¡c trong chòm �÷íng trán �i qua 2 �iºm Torricelli-Fermat.

- �· cªp �¸n c¡c chuy¶n �· mîi, hay v  khâ ch÷a �÷ñc giîi thi»u trong ch÷ìng tr¼nh
H¼nh håc phê thæng, trong c¡c gi¡o tr¼nh H¼nh håc sì c§p.

2. Nëi dung cõa �· t i, nhúng v§n �· c¦n gi£i quy¸t

Düa v o c¡c t i li»u ch½nh [1], [2] v  [8], luªn v«n nhc l¤i v  bê sung c¡c �ành
ngh¾a, t½nh ch§t cõa tåa �ë barycentric, c¡c �iºm Torricelli-Fermat. Tø �â x¥y düng
kh¡i ni»m v  c¡c t½nh ch§t �°c tr÷ng cõa �÷íng trán Lester trong tam gi¡c. Ba v§n �·
li¶n quan công l  nhúng ùng döng v  ph¡t triºn th¶m tø c¡c nëi dung tr¶n. Nëi dung
cõa luªn v«n gçm 3 ch÷ìng:
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Ch÷ìng 1.Ki¸n thùc chu©n bà

Tr¼nh b y tâm tt hai nëi dung "Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán", thüc ch§t l 
Ph²p nghàch �£o d÷ìng, v  "Tåa �ë barycentric thu¦n nh§t". Mët sè chùng minh trong
ph¦n n y r§t câ ½ch v· m°t ph÷ìng ph¡p cho c¡c ch÷ìng sau.

1.1. Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán

1.2. Tåa �ë barycentric thu¦n nh§t

Ch÷ìng 2. �iºm Torricelli-Fermat v  �÷íng trán Lester

Ch÷ìng n y l  nëi dung trång t¥m cõa luªn v«n: �iºm Torricelli-Fermat v  �÷íng
trán Lester. Trong �â tr¼nh b y chi ti¸t c¡c t½nh ch§t cõa �iºm Torricelli-Fermat v  �÷íng
trán Lester, c¡c biºu di¹n tåa �ë v  ph÷ìng tr¼nh cõa chóng trong tåa �ë barycenteric.
Mèi quan h» �°c bi»t giúa �÷íng trán Lester v  c¡c �iºm v  �÷íng trán kh¡c cho ta
mët sè c¡ch düng �÷íng trán Lester kh¡c ngo i c¡ch düng thæng th÷íng.

Ch÷ìng n y câ tham kh£o, chån låc trong c¡c t i li»u [3], [8] v  bê sung c¡c chùng
minh chi ti¸t. Nëi dung bao gçm

2.1. �iºm Torricelli-Fermat

2.2. �÷íng trán Lester

2.3. C¡c �÷íng trán trüc giao vîi �÷íng trán Lester

2.4. Tåa �ë t¥m Lester.

Ch÷ìng 3. Mët sè v§n �· li¶n quan

Düa v o c¡c t½nh ch§t �°c tr÷ng cõa �iºm Torricelli-Fermat v  �÷íng trán Lester
chóng tæi �÷a ra ùng döng v  giîi thi»u c¡c mð rëng v· hai �÷íng trán (F+F−G) v 
(F+F−H). Nëi dung �÷ñc tham kh£o ch½nh trong [2], [8]. Ch÷ìng 3 bao gçm

3.1. Düng nhanh mët sè t¥m tam gi¡c

3.2. C¡c �÷íng trán kh¡c li¶n quan �¸n 2 �iºm Fermat

3.3. �iºm Clawson v  �÷íng trán Lester thù hai
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ch÷ìng n y chóng tæi nhc l¤i hai nëi dung ch½nh dòng cho c¡c ch÷ìng sau.
�â l  mët ph¦n quan trång cõa ph²p nghàch �£o d÷îi t¶n gåi l  "ph²p �èi xùng qua
�÷íng trán" v  tåa �ë barycentric. Nhúng nëi dung n y ½t nhi·u �¢ câ trong c¡c gi¡o
tr¼nh h¼nh håc sì c§p.

1.1 Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán

1.1.1 �ành ngh¾a v  t½nh ch§t

�ành ngh¾a 1.1. Cho �÷íng trán t¥m O, b¡n k½nh R. Ph²p bi¸n h¼nh bi¸n måi �iºm

M 6= O th nh �iºm M ′ thäa m¢n: M,O,M ′ th¯ng h ng v  OM.OM ′ = R2 �÷ñc gåi l 

ph²p �èi xùng qua �÷íng trán hay ph²p nghich �£o. Khi �â �÷íng trán (O,R) �÷ñc gåi

l  �÷íng trán nghàch �£o.

Ta câ ngay c¡c nhªn x²t sau:

- Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán (O,R) l  tr÷íng hñp �°c bi¶t cõa ph²p nghàch �£o cüc

l  O, ph÷ìng t½ch R2. �¥y l  ph²p nghàch �£o d÷ìng. �nh �èi xùng cõa �iºm �÷ñc düng

tr¶n h¼nh 1.1 a), b).

- Ph²p �èi xùng qua �÷íng th¯ng câ thº coi l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa ph²p �èi xùng qua

�÷íng trán (khi b¡n k½nh R lîn tòy þ), do vªy s³ câ nhi·u t½nh ch§t t÷ìng tü giúa hai

ph²p �èi xùng n y.

Tø t½nh ch§t cõa ph²p nghàch �£o cüc O, ph÷ìng t½ch p tòy þ ta suy ra c¡c t½nh ch§t

cõa ph²p �èi xùng qua �÷íng trán:

(a) Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán câ t½nh ch§t �èi hñp. Ngh¾a l  n¸u A �èi xùng vîi
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H¼nh 1.1: M v  M ′ �èi xùng nhau qua (O,R)

A′ th¼ A′ �èi xùng vîi A qua �÷íng trán (O,R).

(b) Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán (O,R) bi¸n nhúng �iºm ð trong (O,R) th nh nhúng

�iºm ð ngo i v  ng÷ñc l¤i, H¼nh 1.1 a), b).

(c) P v  Q �èi xùng vîi nhau qua (O,R) khi v  ch¿ khi måi �÷íng trán C �i qua P , trüc

giao vîi (O,R) ph£i �i qua Q.

(d) Trong ph²p �èi xùng qua �÷íng trán, (O,R) l  h¼nh k²p tuy»t �èi. Måi �÷íng th¯ng

�i qua O v  måi �÷íng trüc giao vîi (O,R) �·u l  c¡c h¼nh k²p t÷ìng �èi.

(e) Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán bi¸n måi �÷íng trán �i qua O th nh �÷íng th¯ng

khæng �i qua O, bi¸n måi �÷íng th¯ng khæng �i qua O th nh �÷íng trán �i qua O

v  bi¸n måi �÷íng trán khæng �i qua O th nh �÷íng trán khæng �i qua O. �÷íng

th¯ng qua O bi¸n th nh ch½nh nâ.

H» qu£ 1.1.1. Ba �÷íng trán �i qua O bi¸n th nh ba �÷íng th¯ng v  ba �÷íng th¯ng

n y s³ �çng quy t¤i mët �iºm.

H» qu£ 1.1.2. Ba �÷íng th¯ng �çng quy (khæng qua O) s³ bi¸n th nh ba �÷íng trán câ

hai �iºm chung, trong �â mët �iºm l  �iºm O

H» qu£ 1.1.3. Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán b£o to n sü ti¸p xóc, song song v  trüc

giao giúa c¡c �÷íng th¯ng ho°c �÷íng trán.
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H¼nh 1.2: T½nh ch§t cõa ph²p �èi xùng qua (O,R)

1.1.2 Mët sè �ành lþ quan trång

�ành lþ 1.1. N¸u A′, B′ l  �èi xùng cõa A,B qua (O,R) th¼

A′B′ =
R2

OA.OB
hay AB =

R2

OA′.OB′

�ành lþ 1.2. Ba �iºm A,B,C khæng th¯ng h ng câ A′, B′, C ′ t÷ìng ùng l  £nh �èi xùng

qua (O,R). Khi �â �÷íng trán ngo¤i ti¸p ∆A′B′C ′ l  £nh �èi xùng cõa �÷íng trán ngo¤i

ti¸p ∆ABC

�ành lþ 1.3. Ph²p �èi xùng qua �÷íng trán b£o to n t� sè k²p cõa 4 �iºm

1.2 Tåa �ë barycentric thu¦n nh§t

Tåa �ë barycentric thu¦n nh§t �¢ �÷ñc tr¼nh b y chi ti¸t trong [6]. Ð �¥y chóng tæi

h» thèng l¤i mët sè k¸t qu£ c¦n thi¸t �º sû döng v o ch÷ìng 2 v  ch÷ìng 3. Mët sè t½nh

to¡n s³ �÷ñc l m chi ti¸t hìn �º l m quen vîi ph÷ìng ph¡p tåa �ë.

1.2.1 �ành ngh¾a v  t½nh ch§t

Tr¶n m°t ph¯ng cè �ành coi ∆ABC l  tam gi¡c cì sð. Kþ hi»u XY Z l  di»n t½ch �¤i

sè cõa ∆XY Z theo ngh¾a gi¡ trà tuy»t �èi cõa XY Z b¬ng di»n t½ch ∆XY Z v  mang d§u
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d÷ìng n¸u h÷îng �i X, Y, Z l  chi·u quay ng÷ñc kim �çng hç, mang d§u ¥m n¸u X, Y, Z

�i theo h÷îng ng÷ñc l¤i. Ta câ �ành ngh¾a

�ành ngh¾a 1.2. Chån ∆ABC l  tam gi¡c cì sð, h÷îng A,B,C ng÷ñc chi·u kim �çng

hç. Tåa �ë barycentric cõa �iºm M �èi vîi ∆ABC l  bë ba sè (x : y : z) sao cho

x : y : z = MBC : MCA : MAB.

Tø �ành ngh¾a ta nhªn th§y n¸u M = (x : y : z) th¼ công câ M = (kx : ky : kz), k 6= 0

B¡ch khoa to n th÷ v· c¡c t¥m cõa tam gi¡c (Encyclopedia of Triangle Centers,

vi¸t tt: ETC) l  mët tø �iºn trüc tuy¸n v· c¡c �iºm �°c bi»t trong tam gi¡c. Tø �iºn

n y do Clark Kimbering, mët gi¡o s÷ to¡n håc tr÷íng �¤i håc Evansville chõ bi¶n, [5].

C¡c �iºm câ t½nh ch§t �°c bi»t trong tam gi¡c cán �÷ñc gåi l  t¥m tam gi¡c. T½nh �¸n

ng y 12 th¡ng 3 n«m 2017, �¢ câ hìn 1600 t¥m tam gi¡c �÷ñc li»t k¶ trong [5]. Méi

t¥m tam gi¡c �÷ñc g¡n nh¢n X(n), ch¯ng h¤n, X(1) l  t¥m I �÷íng trán nëi ti¸p, X(4)

l  trüc t¥m. C¡c thæng tin v· méi �iºm bao gçm tåa �ë tam tuy¸n t½nh (trilinear), tåa

�ë barycentric v  nhúng thæng tin li¶n quan nh÷: n¬m tr¶n �÷íng th¯ng n o, li¶n h»

nh÷ th¸ n o vîi c¡c �iºm kh¡c... Méi t¥m tam gi¡c trong tø �iºn �÷ñc g¡n mët t¶n duy

nh§t, trong mët sè tr÷íng hñp �°c bi»t t¶n cõa nhúng �iºm n y �÷ñc g¡n theo t¶n cõa

ng÷íi ph¡t hi»n ho°c �°t theo t¶n cõa mët ngæi sao tr¶n b¦u tríi mîi t¼m th§y v½ dö

X(770) �÷ñc gåi l  �iºm Acamar. Acamar cán �÷ñc gåi l  Theta Eridani, l  mët h» sao

nhà ph¥n n¬m trong chám sao Eridanus. Ng÷íi ta cho r¬ng Acamar t÷ñng tr÷ng cho sü

k¸t thóc cõa dáng sæng thi¶n thº cho �¸n khi mët ngæi sao s¡ng hìn câ Achernar �÷ñc

ph¡t hi»n. Cho tam gi¡c ABC, nh÷ thæng th÷íng, kþ hi»u G, I,O,H, OA, OB, OC l¦n l÷ñt

l  trång t¥m, t¥m �÷íng trán nëi ti¸p, t¥m �÷íng trán ngo¤i ti¸p, trüc t¥m, t¥m �÷íng

trán b ng ti¸p trong c¡c gâc A,B,C. Khi �â:

V½ dö 1.2.1. Ta câ tåa �ë barycentric cõa mët sè �iºm �°c bi»t trong tam gi¡c ABC :

• I = (a : b : c) ≡ X (1) ,

• G = (1 : 1 : 1) ≡ X (2) ,

• O = (sin 2A : sin 2B : sin 2C) = (a2(b2 + c2 − a2) : ... : ...) ≡ X(3),

• OA = (−a : b : c) ;Ob = (a : −b : c) ;OC = (a : b : −c) ,

• H = (tanA : tanB : tanC) =
(

1

b2 + c2 − a2
: ... : ...

)
≡ X (4) .


